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PROBABILITES

1) Vocabulaire de base des probabilités

Définitions et notation:

On appelle Expérience aléatoire toute expérience réalisée suivant un protocole expérimental précis et reproductible a
l'identique. Chaque répétition est appelée une épreuve. L’ensemble des résultats possibles est appelé Univers des
possibles (ou des éventualités, ou des issues), et est souvent noté €.

Exemple : Jet d’un dé a 6 faces. Q2 = {l; 2;3:4;5; 6} . Card(Q) =6

Définitions

On appelle événement tout sous-ensemble (ou partie) de I’univers des possibles.
Si I’événement est réduit a une seule issue, on dit qu’il est élémentaire.

Q) est appelé évenement certain. & est appelé évenement impossible.

Exemples :
Considérons comme expérience aléatoire le jet d’un dé a 6 faces. Q= {1; 2:3;4;5; 6} . Card (Q) =6
3

L’événement A « tirer un nombre pair » se traduit par le sous-ensemble 4 = {2;4; 6} . Card (A) =

L’événement B « tirer un nombre impair » se traduit par le sous-ensemble B = {l; 3; 5}
Les événements {1} ; {5} et {6} sont élémentaires. L.’événement « tirer un nombre <0 » est impossible. L’événement
« tirer un nombre >0 » est certain.

Définitions

L’événement « A et B », noté AN B est obtenu en regroupant les événements élémentaires communs a A et a B.

Deux événements seront dits incompatibles (ou disjoints) si et seulement si 4N B =

L’événement « A ou B », noté AU B est obtenu en regroupant les événements élémentaires contenus dans A ou dans B.

Si A est une partie de €2, ’événement contraire de A, noté A4, est composé des événements élémentaires de 2 qui ne
sont pas contenus dans A.

Exemples
En reprenant I’exemple et les notations précédentes,ona AU B=Q et ANB=C.Deplus B=Aet A=B

2) Fréquence d’un événement

Définition
Soit A un évenement lié¢ a une expérience aléatoire.
Répétons n fois cette expérience. Soit 7, le nombre de réalisations de A lors de ces n répétitions.

La fréquence de réalisation de 1’événement A est alors f, (A) =4
n

L’expérience montre que lorsque n devient de plus en plus grand, f, (A) tend a se stabiliser autour d’un nombre p.

Ce nombre p s’appelle alors probabilité de I’événement A et se note p(4)

Propriétés des fréquences :

D f, (Q) =1, car Q étant toujours réalisé, n, =n
2) Pour tout événement A, £, (A4)€[0;1] car 0<n, <n
3) Si A et B sont incompatibles, f, (AUB) =1 (A)—i—fn (B) car n

aop =Nyt g

3) Notion de probabilité

Définition :

Définir une probabilité, liée a une expérience aléatoire, c’est associer a chaque événement un réel de I’intervalle [0 ;1]

- Lasomme des probabilités des événements élémentaires soit égale a 1

- Laprobabilité¢ d’un événement soit égale a la somme des probabilités des événements élémentaires qui le composent.

Une probabilité p est donc une fonction définie sur I’ensemble des événements, a valeurs dans [0 ;1]
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Exemples :
On lance un dé cubique parfaitement équilibré, et on note le chiffre obtenu. Q = {l; 2:3;4;5; 6}

Issue @, Sl S A 61 Ona%p({w})=gp({wi})=1

LDyt
61616666

Probabilité p(w,)

Soit A I’événement « tirer un nombre pair », alors p(A4) =

Soit B I’événement « tirer un multiple de 3 », alors p(B) =

De plus p(ANB)= p({6}) zé

Interprétation : La probabilité d 'un événement traduit la confiance que [’on a dans la réalisation de celui-ci.
Une probabilité proche de 1 traduit une confiance élevée tandis qu’une probabilité proche de 0 traduit le peu de
confiance dans sa réalisation.

REMARQUE : Une probabilité n'est pas définie de maniére unique !
Reprenant la situation précédente, et supposant que le dé est truqué, on peut bien se trouver dans la situation :

Issue w, 1 2 3 4 5 6

Probabilité | | 1 1 1
p(w) 12 16 [12 |3 |12 |4

6

On a toujours Zp({w}):Zp({wi})zl, et on a alors
weQ i=1
I 1.1 3 I 1 1
A=—+—+—=— B=—4+—=—
P =gty =g P =57573

4) Propriétés des probabilités
Soit E une expérience aléatoire d’univers des possibles 2 = {a)l;a)z;a)3;...a)n} .

Propriétés élémentaires

Par définition méme de la notion de probabiltié
D p@)=0 et p@)=1

2) Pour tout événement A, 0 < p(A4) <1

Théoréme :
Si A et B sont deux événements. La probabilité de 1I’événement (A ou B) est donnée par :

p(AUB):p(A)er(B)—p(AﬂB)

Dans le cas particulier ou A et B sont incompatibles, cette formule se résumera a | p (A uUB ) =p (A) +p (B )

Preuve :
Pour dénombrer les d’issues de AU B, on dénombre celles de A, puis celles de B, et on minore le tout de celles de
AN B qui ont été comptées deux fois.

Dans le cas particulier ot AN B =, il n’y a rien a soustraire puisque p (A NB ) =p (@) =0

Corollaire :

Quel que soit I’événement A, | p (Z) =l-p (A)

Preuve :

AUA=Q et ANA=D donc d’apres ce qui précéde, p(AuZ):p(A)+p(Z). Or p(AUZ):p(Q)zl
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5) Situation d’équiprobabilité
Lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité.

Dans si I'univers des possibles (2 a pour cardinal N, les événements élémentaires ont une probabilité égale a ﬁ .

Propriété :

Sous I’hypothése d’équiprobabilité des événements élémentaires d’une expérience aléatoire, d’univers des possibles €2,
Card(A

alors pour tout événement A, ona : |p(A4) = Card(4)
Card(Q)

nombre de cas favorables

On retient souvent : | p(A) =

nombre de cas total

Preuve :

Notons A = {a)l;a)z;...a)p} . On a alors

p(A)=p(a)l)+p(a)2)+....p(a)p)

L, 4 p [T Card(d)
N N TN N N Card(Q)
p fois

Attention ! Cette formule est fausse en cas de non équiprobabilité.
Dans I’exemple du dé truqué, avec :

o)}

Issue , L1z (3 14 |5

Probabilité p(w,) |1 |1 1 |1 1

1
12 16 (12 |3 |12 |4

car nous n€ Sommes

3 1
Si on note A 1’événement « tirer un nombre pair », Il est INTERDIT d’écrire que p(A) = g = 5

pas en situation d’équiprobabilité

6) Probabilités conditionnelles, événements indépendants
Dans une classe de 36 éléves, 23 éléves ont 18 ans, 29 éleéves sont des filles et 17 filles ont 18 ans. On choisit au hasard un
¢leve de cette classe. On s’intéresse aux évenements suivants : A : « I’éléve est une fille » , B : « I’éléve a 18 ans » ,

29 23 17
AN B : «I’éleve est une fille de 18 ans ». Ainsi p(4)=—, p(B) = 36 et p(ANB)= 36

36
Mais si on sait que I’éléve est une fille, ’ensemble de référence change : la probabilité que 1’éléve ait 18 ans, sachant
nombre de filles de 18 ans 17

nombre total de filles 2_9
17 1%6 3 p(ANB)

On remarque alors que —

29 29, p(4)

que c’est une fille, est alors

Définition :
Soit A et B deux événements d’un méme univers, tels que A soit de probabilité non nulle.
Le probabilité conditionnelle de B sachant que A est réalisé, ou encore probabilité de B sachant A, est définie par

B :p(AmB) .
pA( ) p(A)

Si on connait la probabilité conditionnelle de A sachant que B est réalisé et la probabilité de B, alors on peut calculer la

probabilité de I’événement de I’événement « AetB»: |p(ANB) = p(A) Xp, (B)

Arbre de probabilité conditionnelle
On traduit souvent la situation sous la forme d’un arbre de probabilité conditionnelle.
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/\ 44— Lapremiére branche est pondéree
N parp(h)et p[ A
& A '
/ \ / \ 44— Ladeuzitme branche est pondérée
par les probabilités conditionnelles
B B B

A~E AnEB AnE A

Définition :
Soit A et B deux événements d’un méme univers, de probabilités non nulles.
On dit que les événements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de 1'un ne change pas la probabilité de

réalisation de I’autre. Autrement dit, A et B sont indépendants si | p, (B ) =p (B ) ou | py (A) = p(A)

Conséquence :
p(ANB) _

o(A) p(B) donc par :

Si A et B sont deux événements indépendants, la propriété p, (B) =p (B) se traduit par

p(An B) = p(A)x p(B)

7) Variables aléatoires

Définition :
Soit QO T’univers associé¢ a une expérience aléatoire. On appelle variable aléatoire toute fonction X de € dans R.
X(Q) est alors I’image de ).

Exemples :
On jette un dé cubique et on s’intéresse au jeu suivant : si on obtient un numéro <4 on perd 1 €, sinon on gagne 2 €.

L’application X qui a tout tirage associe le gain obtenu (une perte est un gain négatif) est une variable aléatoire (discrete
-1 ssil<w<4

renant un nombre fini de valeurs). Ona Q=11,2,3,4,5,6{, X(Q)={-1,21 et X(w)= ] .
P ) { } © { } ™) {2 ssiS<w<6

Loi de probabilité, espérance, variance

Soit X une variable aléatoire définie sur (2.
Soit {xl,xz,....xn} I’ensemble des valeurs prises par X et p, la probabilité de I’événement « X =x, »

On a alors Zpl. =p,+p,+p,=1
i=1
Définition:
On appelle loi de probabilité de X la fonction qui a tout x; associe le nombre p, = p (X = xl.)

On utilise souvent la représentation a I’aide d’un tableau

Valeurs possibles x, X, X, X,
probabilité p, = p(X = xi) )2 P, D,
Exemples :
Le tableau suivant nous donne la loi de probabilité de X :
. k -1 (2
Exemple de calcul :
112 1 px=k |2 |1
P(X=2)=P({5})+P({6})=g+g=g=§. 3 |3
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Définitions :

L’espérance de cette loi est le nombre noté E£(X) , égal a :

Définition:

n

E(X) = zpixi =Dt DXyt pyX,

i=1

La variance de cette loi est le nombre noté V(X) défini par :

= ip[ (x,—ECX)) = p,(x, = E(X)) + py (x, — E(X))" +....p, (x, — E(X))’

(I s’agit de I’espérance de la variable aléatoire X-E(X))

Propriété (formule de Koenig)

La variance est donnée par la formule V(X ) = P+ DyXa X —

espérance de la variable aléatoire X2

Preuve :

_ Z p,(x ~EX))
-3 2xE(x) (B0 )
=3+ 3 (25E(X)+ X (X))
_p(x)- 2 sz+( (X))Z,Zn:pf

" =1
ne depend pas gV——J ne dépend pas ———"
de i, donc peut _E(X) dei, doncpeut =l

etre sorti de la etre sorti de la
somme somme

=E(X*)-2E(X) +E(X)
=E(X*)-E(X)

(£

carré de l'espérance
de la variable aléatoire X

Définition : L’écart-type de cette loi, noté o, est la racine carrée de la variance : O'(X ) =V (X)

Propriétés

1) On a toujours V(X) > (; donc on peut toujours calculer O'(X) =/V(X) . De plus on a toujours O'(X) >0.

2) G(X )2 =V (X), c’est pourquoi ¥(X) est souvent noté o

Exemples :
Dans l'exemple précédent, E(X) = %x D+ % x2=0et V(X)= (— x (=1)? + x(2) ] =2
Dot o(X)=+2.

Fonction de répartition.
Définition :

R

La fonction de répartition de X est la fonction

0 st x<-1
_ 2 .
Exemples : Ici, F(x)= 3 si —1<x<2
1 st x22

—>
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8) Loi binomiale

Un candidat doit répondre successivement a 5 questions de la forme QCM. Chaque question comporte quatre réponses,
dont une seule est exacte On suppose que le candidat répond au hasard, et que les réponses aux questions sont données de
maniére indépendante. On note X la variable aléatoire égale au nombre de bonnes réponses sur les 5 questions. On a donc

X(©)={0,1,2,3,4,5} . -
Quelle est la probabilité que le candidat obtienne exactement trois réponses <<

exactes (c'est a dire X=3) ? 2
/ 0.75

Un arbre permettrait de répondre a la question :
0.75
0,75 <

[

question1 2

elc...

Il faut dénombrer le nombre de chemins ayant emprunté 3 branches "bonne réponse" (probabilité¢ 0,25) et 2 branches

"réponse fausse" (probabilité 0,75), chacun des chemins étant donc affecté d'une probabilité (0, 25 )3 (0,75)2

5 5
Il y a autant de ces chemins que de mots de 5 lettres contenant 3 lettres V et 2 lettres F, soit (2] = (3)

[ 3 2
On a donc p(X—3)—(2jx0,25 x0,75

Définitions :
Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues possibles : « Succés » et « Echec ». Si on note p la
probabilité d’un succés, alors la probabilité d’un échec est égalea g =1—p.

Propriété-définition :

Si on considére une expérience aléatoire, n’ayant que deux issues, un succes de probabilité p, et un échec de probabilité
g=1-p , répétée n fois de maniere indépendante, et si on note X la variable aléatoire désignant le nombre de succes obtenus
au cours de ces n répétitions, on dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétre # et p , notée B(n,p)

n
Alors pour tout entier k, tel que 0 < k <n, p(X = k) = (kak (1- p)"‘k

Propriétés :

Si X suit la loi binomiale B(n,p) alors

—p)| et |o(X)=np(1-p)|.

9) Autres exemples de lois discretes

Loi de Poisson L (/1)

Définition :
Une variable aléatoire X suit la loi de poisson L (/1) si et seulement si sa loi de probabilité est définie par :

Pour tout entier naturel k, |[P(X =k)=¢ " —]|.

Une telle loi intervient dans des expériences aléatoires dont les résultats futurs sont indépendants des résultats passés.

Propriétés : Si X suit la loi de Poisson L(2) alors |E(X) = /1|, |V(X) = /1| et |o(X)= Jal.
Si n est « grand », si p est « proche » de 0 et si mp «n’est pas trop grand » alors on peut approcher la loi binomiale
B(n;p) par la loi de Poisson L(np)
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10) Lois continues
Dans ce paragraphe, on aborde les lois de probabilité continues, dont I'univers est un intervalle / = [a;b] ou [a; +oo[ de

R non réduit a un point (Cet univers est donc infini).

Définition :
Soit f'une fonction continue, positive sur un intervalle 1 = [a;b] (respectivement [a; +oo[ ).

On définit sur I une loi de probabilité P dont f'est appelée densité si :
b X
- I f(¢)dt =1 (respectivement lim J f(®dt=1)
X—>+00

- Sic et d désignent les bornes d'un intervalle J, (de la forme [c; d] , [c;d[ , ]c; d] , ]c; d[ ), avec ¢ et d éléments de

[l
-

d c
p(J)= If(t)dt . De plus pour tout intervalle J = [c; +oo[ ,ou ¢ appartienta /,ona p(J)=1 —jf(t)dt

Remarques - Propriétés
- Puisque f'est positive sur I, la probabilité de 'intervalle J d'extrémités c et d s'interpréte comme l'aire comprise entre la
courbe C représentant f, I'axe des abscisses et les droites d'équations x =c et x =d

- Pour tout élément ¢, p({c}) = j-f(t)dt =0

- La probabilité de la réunion d'intervalle disjoints est la somme des probabilités de chacun
Quelques exemples :

Définition : (Loi de durée de vie sans vieillissement)
La loi exponentielle de paramétre A (réel strictement positif) a pour densité la fonction f, définie sur l'intervalle

1= [0;+oo[ par f,(t)= e ™.
Remarque : Une telle définition est possible car f, est positive sur [O; +oo[ et lim J f,(dt =1
X—>+00
0

Définition : (Loi uniforme sur [0;1])
La loi uniforme P sur [0;1] modélise le choix d'un nombre réel au hasard dans l'intervalle [0;1].

Pour tous réels ¢ et d de [0;1], tels que ¢ <d, si I désigne 1'un des quatre intervalles [c;d] , [c;d[ , ]c;d] , ]c;d[ ,
ona p(I)=d-c
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PROBABILITES - RESUME
L’univers €2 est I’ensemble des résultats possibles d’une expérience aléatoire. Un événement A est une partie de ()
Langage ensembliste Langage probabiliste Notation
Q Univers des possibles 0= { 00550530 }
{a)} = [1; n] Evénement élémentaire {a)} = [1; n]
A est une partie de €2 A est un événement Ac O
A est vide L’événement A est impossible A=
A est égal a (2 L’événement A est certain A=Q
C=AUB C est I’évenement « A ou B » C=4AUB
C=4ANnB C est I’évenement « A et B » C=4ANnB
A et B sont disjoints Les événements A et B sont incompatibles ANB=9
A et B sont complémentaires Les événements A et B sont contraires B=A

Une probabilité p définie sur € vérifie :
- Pour tout événement A, (0< p(4)<1|.Ona |p()=0| et |p(Q)=1

- La somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1
- La probabilité d’un événement est égale a la somme des probabilités des événements élémentaires qui le composent

Card(A)
Card(QQ)

. Pour deux événements A et B, |p(4UB)=p(4)+p(B)-p(AnB)|.

En cas d’équiprobabilité, | p(A4) =

S’ils sont incompatibles p(A U B) = p(A) + p(B) . Pour tout événement A, p(Z) =1- p(A)

B
Si A et B sont deux événement, tels que p(A);tO, on définit la Pulf) -8
probabilité conditionnelle de I’événement B sachant A par

p(ANB) : o babilité
B)=—-—2~ En version « multiplicative» on a Pl / probabilites
p.(B) »(4) P N, conditionnelles

p(40B)=p(4)xp,(8) JEN *ﬂ

Les probabilites situés « sur les sous-branches » d’un arbre sont des  _1- p(ay A
probabilités conditionnelles

Fu (S )
Les événements A et B sont indépendants lorsque la réalisation de 1’un n’influe pas sur la réalisation de I’autre.

Autrement dit, | p, (B) = p(B) ou (p, (A) = p(A) , ce qui se traduit en pratique par |p(AﬁB) = p(A4)x p(B)|

Variable aléatoire :
Soit €2 I'univers associé a une expérience aléatoire. On appelle variable aléatoire toute application X de 2 dans R.

X (Q) est alors I’image de €. La loi de probabilit¢ de la variable aléatoire X est la fonction

L:X(Q) - [0,1] o
. Elle est souvent présentée dans un tableau :
k = Lk)=P(X =k)
valeurs possibles X, X, X,
probabilité )2 D, e p,

L’espérance de cette loi est le nombre noté E(X) a égala: |E (X ) =pX, + pyX, +..p X,

La variance de cette loi est le nombre noté V(X) défini par : V(X)=E[X-E(X)], autrement dit :
2 2 2
V(X)=p (x5, —EX)) +p,(x,—EX)) +...p, (x, —E(X))
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Propriété (formule de Koenig) V(X) = P+ DyXs X — [E(X)T

espérance de la variable aléatoire X2 carré de l'espérance
de la variable aléatoire X

L’écart-type de cette loi, noté o, est la racine carrée de la variance : O'(X ) =V (X)
On a toujours V(X) > 0; donc on peut toujours calculer G(X) =/V(X) . De plus on a toujours G(X) >0.

Loi binomiale

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues possibles : « Succes » et « Echec ». Si on note p la
probabilité d’un succes, alors la probabilité d’un échec est égalea g =1—p.

Si on considére une une épreuve de Bernoulli, de succes de probabilité p, et d’échec de probabilité g=1-p , répétée n fois
de maniére indépendante, et si on note X la variable aléatoire désignant le nombre de succes obtenus au cours de ces n
répétitions, on dit que la variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétre # et p , notée B(n,p)

n
Alors pour tout entier &, tel que 0< k <n, |P(X =k) = ( jpk(l -p)"l.
p

Si X suit la loi binomiale B(n,p) alors |E(X) =np|, |V(X)=np(1- p)| et |o(X)=+np(1-p)|.

b

Loi de Poisson L (1)

Une variable aléatoire X suit la loi de poisson L (ﬂ,) si et seulement si sa loi de probabilité est définie par :

Pour tout entier naturel k, |[P(X =k)=¢e " —]|.

b

Si X suit la loi de Poisson L(4) alors |E(X) =, [V(X)= /1| et |[o(X)= Jal.
Si n est « grand », si p est « proche » de 0 et si mp «n’est pas trop grand » alors on peut approcher la loi binomiale
B(n;p) par la loi de Poisson L (np)

Lois continues

Soit f'une fonction continue, positive sur un intervalle 7 = [a; b] (respectivement [a; +oo[ ).

On définit sur 7 une loi de probabilité P dont fest appelée densité si :

b X
- I f(t)dt =1 (respectivement lim I f(Hdt=1)

- Si ¢ et d désignent les bornes d'un intervalle J, (de la forme [c;d],[c;d[,]c;d],]c;d[), avec ¢ et d éléments de I,

d c
p(J)= If(t)dt . De plus pour tout intervalle J = [c; +oo[ ,ou cappartienta /,ona p(J)=1 —J-f(t)dt

Loi de durée de vie sans vieillissement :
La loi exponentielle de paramétre A (réel strictement positif) a pour densité la fonction f, définie sur l'intervalle

1= [0; +oo[ par f,(t)=Ae ™.

Ainsi, pour tout réel x>0, p(X < x) = J.le_hdt
0

Loi uniforme sur [0;1]
La loi uniforme P sur [0;1] modélise le choix d'un nombre réel au hasard dans 1'intervalle [0;1].

Pour tous réels ¢ et d de [0;1], tels que ¢ <d, si I désigne l'un des quatre intervalles [c;d] , [c;d[ , ]c;d] , ]c;d[ ,

ona p(I)=d-c
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PROBABILITES - EXERCICES

Exercice n°1. (correction)

Dans chacune de situations décrites ci-dessous, énoncer I’événement contraire de 1’événement donné.

1) Dans une classe, on choisit deux éléves au hasard. A : « Les deux éléves sont des filles ».

2) Dans un groupe de suisses et de belges, on discute avec une personne. B : « La personne est un homme belge ».
3) Aurestaurant, Luc prend un plat et un dessert. C : « Luc prend une viande et une glace ».

4) A une loterie, Elise achéte 3 billets.

D : « L’un des billets au moins est gagnant » , E : « Deux billets au maximum sont gagnants.

Exercice n°2. (correction)

Une urne contient des boules blanches, noires et rouges. On tire une boule de 1’urne. On note :
A : « Tirer une boule blanche ».

B : « Tirer une boule ni blanche ni rouge ».

C : Tirer une boule noire ou une boule rouge ».

1) A et B sont-ils incompatibles ?

2) B et C sont-ils incompatibles ?

3) Traduire par une phrase ne comportant pas de négation AetB.

Exercice n°3. (correction)

Lors d’un jet de deux dés cubiques, on s’intéresse aux événements suivants :
A : « La somme obtenue est au moins égale a 5 ».

B : « La somme obtenue est au plus égale a 5 ».

C : « La somme obtenue est strictement inférieure a 3 ».

1) A et B sont-ils contraires ?

2) B et C sont-ils incompatibles ?
3) Traduire par une phrase C .
4) Acet C sont-ils incompatibles ?

Exercice n°4. (correction)

On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On note :

A 1'événement : "La carte choisie est un pique".

B I'événement : "La carte choisie est rouge (cceur ou carreau)".

C I'événement : "La carte choisie est une figure (valet, dame, roi)".

1) Présenter un modele mathématique décrivant I’expérience aléatoire.

2) Déterminer les probabilités des événements A,B,C,AnB,BNC,AUB,AUC.

3) Déterminer la probabilité de I'événement D "La carte choisie n'est ni un pique ni une figure".

Exercice n°S. (correction)
On jette une piéce de monnaie 3 fois de suite.
1) Donner la liste de tous les résultats possibles en notant P pour Pile et F pour Face (exemple : PPF).

2) Donner la probabilité des événements suivants :

A « le tirage ne comporte que des Piles ».
B « le tirage comporte au moins une fois Face ».

Exercice n°6. (correction)

Dans une assemblée de 250 personnes, on ne remarque que les hommes portant la cravate ou ayant les yeux bleus. Il y a

120 hommes qui portent la cravate, 85 hommes qui ont les yeux bleus, dont 50 portent la cravate.

On discute avec une personne choisie au hasard dans cette assemblée.

1) Quelle est la probabilité que ce soit un homme portant la cravate.

2) Quelle est la probabilité que ce soit un homme aux yeux bleus et portant la cravate.

3) Quelle est la probabilité que ce soit un homme aux yeux bleus ou portant la cravate.

4) Quelle est la probabilité de discuter avec une personne qui n’est ni un homme aux yeux bleus, ni un homme portant la
cravate ?

Exercice n°7. (correction)

Lors d’un référendum, deux questions étaient posées.

65 % des personnes ont répondu « oui » a la premiére question, 51 % ont répondu « oui » a la seconde question, et 46 %
ont répondu « oui » aux deux questions.
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1) Quelle est la probabilité qu’une personne ait répondu « oui » a I'une ou I’autre des questions ?
2) Quelle est la probabilité qu’une personne ait répondu « non » aux deux questions ?

Exercice n°8. (correction)
On lance un dé a 6 faces. On note p, la probabilité de sortie de la face marquée i . Ce dé est truqué de telle sorte que les

probabilités de sortie des faces sont: p, =0,1; p,=0,2 ; p,=0,3; p,=0,1; p,=0,15.
Quelle est la probabilité de sortie de la face marquée 6 ?
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair ?

Exercice n°9. (correction)

On lance un dé a 6 faces. On suppose que la probabilité¢ d’apparition de chaque face est proportionnelle au numéro inscrit
sur elle.

Calculer la probabilité d’apparition de chaque face.

Calculer la probabilité d’obtenir un nombre pair.

Exercice n°10. (correction)

Dans un lycée, quel que soit le niveau, un éléve peut étre

externe ou demi-pensionnaire. 0.35 043 04
L’arbre ci-contre indique la répartition selon le niveau et la

qualité de 1’éléve (E: externe ; DP: demi-pensionnaire) seconde premisre terminale pozt bac

1) Recopier et compléter cet arbre.
2) a) Déterminer le pourcentage d’éléves externes dans ce 08 0.6 0.5 0.7
lycée.
E CP E 0P E 0P E oF

b) Déterminer la part des Terminales parmi les externes.

Exercice n°11. (correction)

Dans un magasin d’électroménager, on s’intéresse au comportement d’un acheteur potentiel d’un téléviseur et d’un
magnétoscope. La probabilité pour qu’il achéte un téléviseur est de 0,6.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il a acheté un téléviseur est de 0,4.

La probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope quand il n’a pas acheté de téléviseur est de 0,2.

1) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un téléviseur et un magnétoscope ?

2) Quelle est la probabilité pour qu’il achéte un magnétoscope ?

3) Le client achéte un magnétoscope. Quelle est la probabilité qu’il achéte un téléviseur ?

4) Compléter I’arbre de probabilité suivant : T
M < _
7

<

M

T

T

Exercice n°12. (correction)
On dispose de deux urnes u, et u,. L’urne u, contient trois boules blanches et une boule noire . L’urne u, contient une

boule blanche et deux boules noires. On lance un dé non truqué. Si le dé donne un numéro d inférieur ou égal a 2, on tire
une boule dans I'urne u,. Sinon on tire une boule dans I'urne u,. (On suppose que les boules sont indiscernables au
toucher)

1) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.

2) On a tiré une boule blanche. Calculer le probabilité qu’elle provienne de I’urne u .

Exercice n°13. (correction)

Le quart d’une population a été vacciné contre une maladie contagieuse. Au cours d’une épidémie, on constate qu’il y a
parmi les malades un vacciné pour quatre non vaccinés. On sait de plus qu’au cours de cette épidémie, il y avait un
malade sur douze parmi les vaccinés.

a) Démontrer que la probabilité de tomber malade est égale a %

b) Quelle était la probabilité de tomber malade pour un individu non-vacciné ?
¢) Le vaccin est-il efficace ?
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Exercice n°14. (correction)

Une urne contient sept boules : une rouge, deux jaunes et quatre vertes. Un joueur tire au hasard une boule

Si elle est rouge, il gagne 10 €, si elle est jaune, il perd 5 €, si elle est verte, il tire une deuxiéme boule de l'urne sans avoir
replacé la premiére boule tirée. Si cette deuxieme boule est rouge, il gagne 8 €, sinon il perd 4 €.

1) Construire un arbre pondéré représentant I'ensemble des éventualités de ce jeu.

2) Soit X la variable aléatoire associant a chaque tirage le gain algébrique du joueur (une perte est comptée

négativement).

a) Etablir la loi de probabilité de la variable X

b) Calculer l'espérance de X

3) Les conditions de jeu restent identiques. Indiquer le montant du gain algébrique qu'il faut attribuer a un joueur lorsque
la boule tirée au deuxieéme tirage est rouge, pour que l'espérance de X soit nulle.

Exercice n°15. (correction)

On considére un dé rouge et un dé vert, cubiques, équilibrés.

Le dé rouge comporte : deux faces numérotées —1 ; deux faces numérotées 0 ; -deux faces numérotées 1.
Le dé vert comporte : une face numérotée 0;trois faces numérotées 1;deux faces numérotées 2.

On lance simultanément les deux dés. On note X la somme des points obtenus.

1) Déterminer la loi de probabilité de X.

2) Définir F, fonction de répartition de X et construire sa représentation graphique

Exercice n°16. (correction)

Le tableau suivant donne la répartition de 150 stagiaires en Tennis Equitation | Voile
fonction de la langue choisie et de ’activité sportive choisie. Anglais 45 18 27
On choisit un éléve au hasard. Allemand 33 9 18

1) Les événements « étudier 1’allemand » et « pratiquer le tennis » sont-ils indépendants ?
2) Les événements « étudier I’anglais » et « pratiquer la voile » sont-ils indépendants ?

Exercice n°17. (correction)

Dans une académie, les éléves candidats au baccalauréat série ES se répartissent en 2003 selon les trois enseignements de
spécialité : mathématiques, sciences économiques et sociales et langue vivante. Nous savons de plus que: 37% des
candidats ont choisi I’enseignement de spécialité mathématiques.

25% des candidats ont choisi I’enseignement de spécialité langue vivante.

21% des candidats ont choisi I’enseignement de spécialité mathématiques et ont obtenu le baccalauréat.

32,5% des candidats ont choisi I’enseignement de spécialit¢ SES et ont obtenu le baccalauréat. De plus, parmi les
candidats ayant choisi I’enseignement de spécialité langue vivante, 72,5% ont obtenu le baccalauréat. On interroge un
candidat pris au hasard. On note :

M I’événement « le candidat a choisi I’enseignement de spécialité mathématiques » ;

S I’événement « le candidat a choisi I’enseignement de spécialité sciences économiques et sociales » ;

L I’événement « le candidat a choisi I’enseignement de spécialité langue vivante » ;

R I’événement « le candidat a obtenu le baccalauréat ».

On pourra faire un arbre pour faciliter la réponse aux questions. Les résultats seront arrondis au milliéme.

1) Traduire en termes de probabilités les informations numériques données ci-dessus.

2) a) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi I’enseignement de SES.

b) Déterminer la probabilité pour que ce candidat ait choisi I’enseignement de spécialité langue vivante et ait réussi aux
épreuves du baccalauréat.

3) Quelle est la probabilité pour que ce candidat ait choisi I’enseignement de spécialité langue vivante et ait échoué au
baccalauréat ?

4) Ce candidat a choisi I’enseignement de spécialit¢ mathématiques. Quelle est la probabilité qu’il n’ait pas obtenu le
baccalauréat ?

5) Montrer que le pourcentage de réussite au baccalauréat pour les candidats de ES dans cette académie est 71,6%.

6) On interroge successivement au hasard et de facon indépendante trois candidats.

a) Quelle est la probabilité qu’au moins 1’un d’entre eux soit recu ?

b) Quelle est la probabilité que deux candidats sur trois exactement soient regus ?

Exercice n°18. (correction)
On utilise deux pieces de monnaie : ['une pipée, de sorte que lorsqu’on la lance, la probabilité d’obtenir pile soit 1/4 ;
’autre normale dont la probabilité d’obtenir pile est 1/2 a chaque lancer.
1) On prend une pi€ce au hasard (chacune des deux piéces a une probabilité 1/2 d’étre prise)
a) Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?

Page 13/24 25/02/2008



Cours et exercices de mathématiques M.CUAZ , http://mathscyr.free.fr

b) On a obtenu pile : quelle est la probabilité d’avoir utilisé la piéce pipée.

c) Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois pile en faisant trois lancers avec la piece choisie ?
2) Trois fois on choisit I’'une des piéces au hasard qu’on lance (chacune des deux pieces a donc a chaque fois une
probabilité 1/2 d’étre lancée) : déterminer la probabilité d’obtenir au moins une fois pile
3) On lance les deux pieces ensembles : quelle est la probabilité d’obtenir le méme résultat pour les deux piéces ?

Exercice n°19. (correction)

On sélectionne les candidats a un jeu télévisé en les faisant répondre a dix questions. Ils devront choisir, pour chacune des
questions, parmi quatre affirmations, celle qui est exacte. Un candidat se présente et répond a toutes les questions au
hasard. On appelle X la variable aléatoire désignant le nombre de réponses exactes données par ce candidat a 1’issue du
questionnaire.

1) Quelle est la loi de probabilité de X ?

2) Calculer la probabilité pour qu’il fournisse au moins 8 bonnes réponses, et soit ainsi sélectionné.

Exercice n°20. (correction)

Une urne contient 3 picces équilibrées. Deux d'entre elles sont normales : elles possedent un coté « Pile » et un coté «
Face ». La troisiéme est truquée et posseéde deux cotés « Face ».

On prend une piéce au hasard dans l'urne et on effectue de maniére indépendante des lancers successifs de cette piece. On
considére les événements suivants:

B :la piéce prise est normale. B : la piéce prise est truquée.
P : on obtient « Pile » au premier lancer. F),: on obtient « Face » pour les » premiers lancers.

1) a) Quelle est la probabilité de 1'événement B ?
b) Quelle est la probabilité de 1'événement P sachant que B est réalisé ?

2) Calculer la probabilité de 1'événement P M B, puis de I'événement P NB.
En déduire la probabilité de 1'événement P.

3) Calculer la probabilité de I’événement /. N B puis de I'événement F, NB.

En déduire la probabilité de I'évenement F, .

Exercice n°21. (correction)

Un sondage est effectué¢ dans un conservatoire de musique.

60 % des éléves pratiquent un instrument a cordes (C) . 45 % des éléves pratiquent un instrument a vent (V)

10 % des éléves pratiquent un instrument a cordes et vent.

1) On choisit un éléve au hasard dans le conservatoire.

a) Quelle est la probabilité de I’événement « Cet éléve pratique au moins un des instruments considérés »

b) Quelle est la probabilité de I’événement « Cet €léve pratique un et un seul des instruments considérés »

2) On choisit au hasard un éléve pratiquant un instrument C. Quelle est la probabilité pour que cet éléve pratique un
instrument V ?

3) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On choisit au hasard n éléves. On suppose que le nombre d’¢éléves du
conservatoire est suffisamment grand pour que la probabilit¢ de rencontrer un instrumentiste du type donné soit
constante au cours du sondage.

a) Quelle est la probabilit¢ p qu’au moins un des éléves choisis pratique un instrument C ?

b) Déterminer le plus petit entier n tel que p, = 0,999

Exercice n°22. (correction)

Une urne contient 10 bulletins indiscernables au toucher, de 3 sortes : 4 sont marqués « oui », 3 sont marqués « non » et 3
sont marqués « blanc ». Un joueur tire simultanément deux bulletins de 1’urne. Quelle est la probabilité qu’il obtienne un
tirage de deux bulletins de sortes différentes.

Exercice n°23. (correction)

Un sac contient 5 jetons verts (numérotés de 1 a 5) et 4 jetons rouges (numérotés de 1 a 4).

1) On tire successivement et au hasard 3 jetons du sac, sans remettre le jeton tiré. Calculer les probabilités :
a) De ne tirer que 3 jetons verts ;

b) De ne tirer aucun jeton vert

¢) De tirer au plus 2 jetons verts ;

d) De tirer exactement 1 jeton vert.

2) On tire simultanément et au hasard 3 jetons du sac. Reprendre alors les questions a), b), ¢) et d).
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PROBABILITES — CORRECTION

Exercice n°1 (énoncé)

1) L’événement A est « au moins un des deux €léves est un gargon ».

2) L’événement B est«La personne est soit une femme, soit un suisse ».

3) L’événement C est « Luc ne prend pas de viande ou ne prend pas de glace ».
4) L’événement D est « aucun billet n’est gagnant ».

5) L’événement E est « les trois billets sont gagnants ».

Exercice n°2 (énoncé)

1) A et B sont incompatibles car une boule ne peut étre simultanément blanche et non blanche.

2) B et C ne sont pas incompatibles car le tirage d’une boule noire les réalise simultanément.
3) L’événement A est « tirer une boule noire ou rouge ».
4) L’événement B est « tirer une boule blanche ou rouge ».

Exercice n°3 (énoncé)
1) A et B ne sont pas contraires car une somme €gale a 5 les réalise simultanément.

2) B et C sont incompatibles car la somme ne peut étre simultanément strictement supérieure a 5 (événement B) et

strictement inférieure a 3 (événement C).
3) L’événement C est « La somme est supérieure ou égale a 3 ».

4) A et C ne sont pas incompatibles car ils sont simultanément réalisés par une somme supérieure ou égale a 5.

Exercice n°4 (énoncé)
1) On note Q 1’univers des possibles, ensemble des 32 cartes du jeu. Ainsi Card (Q) =32.

I1'y a équiprobabilité des tirages de cartes. Ainsi

Card(4) 8 1 Card(B) 16 1 Card(C) 3x4 3
2 p(4)= Card((Q) "5 1 " o) 2 2 M) i) s
p(A N B) =0 car une carte ne peut étre simultanément rouge et pique,
Card (B N C) 6 _3

BN ()= =
p( ) Card( ) 32 16
1 1 3
p(AuB)=p(A)+p(B)—p(AmB)=Z+5_o=Z.
1 3 3 17
AuC A)+ p(C ANC)=—4+=_-—=__
p(AVC)=p(d)+ p(C) = p(ANC)=+ i~ =7
3) On cherche (AuC)=1-p(4UC)= 1_1_7_1_5
P P 32 32

=

&Remarque :ona p(ﬁ)zp(xma). =] < . < p

Exercice n°5 (énoncé) <

1) A I’aide d’un arbre comme ci-contre, >
On peut lister Q = {PPP; PPF; PFP;, PFF;FPP; FPF; FFP; FFF} . F <
F
Dot Card (Q)=8 <
Card (A ( ) . .
2) Les tirages étant équiprobables, on a p(A) T() — (seul le tirage PPP convient).
ar
Enfin, on remarque que B =A donc p(B) = p(K) =1- p(A) =1 —% = % .
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Exercice n°6 (énoncé)
Le tableau suivant permet de dénombrer les différentes catégories :

Cravate Pas de Cravate | Total
(événement C) | (événement C)
Yeux Bleus 50 35 85
(événement B)
Yeux non bleus |70 95 165
(événement B)
Total 120 130 250

On note Q 1’univers des possibles, ensemble des 250 personnes. Ainsi Card(Q) =250.
Il y a équiprobabilité des choix de personnes. Ainsi

Card(C) 120 12 Card(BNC 50
1) p(C): ( ): =—,2) p(BmC): ( ): ==,

Card(Q) 250 25 Card(Q) 250 5

85 120 50 155 31

3 BuC)=p(B)+p(C)-p(BNC)= + — = =— (on pouvait aussi directement é&crire
) PBUC)=p(B)+p(C)=P(BNC) = o= 350 250 50 " P

_Card(BUC) 50+70+35 155 31

BUC)= _15 31,
p( > ) Card(Q) 250 250 50)
B p—— 31 19

Exercice n°7 (énoncé)
Si on note A 1’événement « la personne a répondu oui a la premiére question » et B I’événement « la personne a répondu

oui a la deuxiéme question », I’énoncé nous fournit p(4)=0,65 , p(B)=0,51 et p(ANB)=0,46.
1) On calcule p(AUB)=p(4)+p(B)-p(4nB)=0,65+0,51-0,46=0,7.
2) On calcule p(ZmE):p(AuB)=1—p(AuB)=1—0,7:0,3.

Exercice n°8 (énonc¢)
Sion note p, la probabilité d’apparition du chiffre 6, la somme des probabilités des événements élémentaires valant 1, on

a p6=1—(p1+p2+p3+p4+p5)=1—0,85=0,15.
L’événement A « obtenir un nombre pair » étant 4 ={2;4;6},ona p(4)=p,+p,+ p;=0,2+0,1+0,15=0,45.

A
& Il ne fallait surtout pas écrire p(4)= % = % =
ar

car il n’y a pas équiprobabilité des faces de dés.

1
2

Exercice n°9 (énonc¢)
Si on note p la probabilité d’apparition du chiffre 1, les probabilités d’apparition des autres faces sont respectivement
égales a 2p,3p,4p,5p,6p , puisque proportionnelles au numéro de chaque face.

Puisque la somme des probabilités des événements élémentaires vaut 1,ona p+2p+3p+4p+5Sp+6p=1, donc

21p=1c>p=%. On en déduit donc :

Face 1 2 3 4 5 6
Probabilité 1 2 3 4 5 6
21 21 21 21 21 21
C e e . ., 2 4 6 12
Et ainsi , I’événement A « obtenir un nombre pair » étant A4 = {2;4;6} ,ona p (A) =+ —+—=—
21 21 21 21
& . . Card(4) 3 1 . . iy )
Il ne fallait surtout pas écrire p(A) =————~L=—=— cariln’y a pas équiprobabilité des faces de dés.
Card (Q) 6 2
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Exercice n°10 (énoncé)
L’arbre nous renseigne sur le fait que « 35 % des ¢éléves du lycée sont en seconde, et parmi ces éléves de seconde, 80 %
sont demi-pensionnaires, etc... ».

1) La somme des poids figurant sur les arétes au départ de chaque « nceud » doit étre égale a 1 (coefficients
multiplicateurs traduisant des pourcentages). On obtient ainsi 1’arbre :

seconde PrEmmiére ternitiale post bac

0 -/\,s 0 /\Dﬁ D%\D*E D%\D'?
E (] S DF E DF E DpF
2) Les ¢éleves de seconde externes représentent une fraction de 1’effectif total égale a 0,35x0,2=0,07, soit 7 %.

Les externes représentent donc une fraction égale a 0,35x0,2+0,25x0,4+0,3x0,5+0,1x0,3=0,35, soit 35 %.
3) Sur 1000 éleves, 350 sont donc externes. Les éléves de terminale externes représentent 1000x0,3x0,5=150 ¢leves,

soit une part égale a %x 100 =43% a 1% pres..

Exercice n°11 (énoncé)
On note T I’événement « le client achéte un téléviseur » et M 1’événement « le client achéte un magnétoscope ».

L’énoncé fournit p(7T)=0,6 (donc p(f)=1—o,6:0,4), pr(M)=0,4 (donc pT(M)=1—0,4=0,6), et p.(M)=0,2

— b4
(donc p(M)=1-0,2=0,8, 04
ce que I’on peut traduire par ’arbre de probabilités g T 0E b
0.2 b
-
o8 7]

1) En appliquant la formule de définition d’une probabilité conditionnelle, dans sa « version multiplicative »,

pT(M)=%©p(TmM):p(T)xpT(M)=0,6xo,4=0,24

2) En appliquant la formule des probabilités totales,

p(M)=p(TM)+p(TM)
ZP(T)XPT(M)JFP(?)X%(M)
=0,6x0,4+0,4x0,2=0,32

p(MANT) _0,6x0,4 0,75
p(M) 0,32

4) Puisque p(M)=0,32 ,0na p(ﬂ)=1—0,32=o,68.Puisque pu(T)=0,75,0na pM(?)=1—0,75=o,25

On calcule de la méme maniére qu’a la question 3),

3) On demande p,, (T)=

025 T

p MANT _
po (T)= ( i )20,6><0,6=0,36=i,d0nc pM(T)zl_izi
p(M) 0,68 0,68 17 17 17 03 M
On peut donc « inverser » 1’arbre de probabilité : < .
89117

gr7 T

=
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Exercice n°12 (énoncé)
Notons Q 1’ensemble des résultats possibles du jet de dé. On a donc Card (Q) =6.

Notons u, I’événement « Le tirage s’effectue dans I’'urne u, » et u, I’événement « Le tirage s’effectue dans I'urne u, ».
Notons B I’événement « obtenir une boule blanche »

La répartition des boules blanches et noires données dans I’énonceé nous fournit les probabilites : p, (B)ZZ donc

Py, (B)zi,ainsi que p,, (B):% et p, (B):%

. . . .- 2
Enfin, puisqu’il y a équiprobabilité dans les résultats du lancer de dé, p(u,)= P

On peut résumer cette situation par 1’arbre de probabilités suivant :

1) En appliquant la formule des probabilités totales,
p(B)zp(ulmB)+p(u2f\B)

=p(u)xp, (B)+p(u,)xp,, (B)

1 3 21 1 2 17

= X—4 —-X—=—F—=—

34 3 3 4 9 36

2) On demande p,(u, ). Puisque p(B)+#0, on peut appliquer la formule de définition de la probabilité conditionnelle de

1 3
L p(Bow) punB) 354 1 36 9
I’événement u, conditionné par B : p, (u,) = = = ——x—==
17
p(B) p(B) 46 4 17 17

Exercice n°13 (énoncé)
Notons V I’événement « étre vacciné » et M 1’évémenent « étre malade »

L’énoncé fournit p(V) =% donc p(?) =1 —% :%. De plus p,, (17) =4xp, (V) . Puisque p,, (V) + Py (V) =1, on
_u

12
a) La formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements {V;I7} , permet de calculer :

p(M)=p(VmM)+p(?mM)=p(V)><pV(M)+p(f)><p?(M)

p(MmV) p(M)xpM (17) p(M)x%

déduit p,, (V) =% et p, (V) = % Enfin I’énoncé indique que p), (M) = % donc p, (M)

4 4 16
Puisque  p; (M )= ——t = = =p(M)x—x—=—p(M), on se retrouve avec
I A PR
1’équation p(M):%X%Jr%x%p(M)@p(M)—i—ip(M)z%@p(M)(l—%jzﬁ d’ou Ion tire :
1 15 5
M= —x-2=">
p( ) 48X3 8

16 16 5 1
= — M =—X—=—

15 p( ) 15 48 9
c) D’apres les calculs précédents, en moyenne, 1 individu sur 9 non vaccinés tombe malade, contre 1 individu sur 12
vaccinés....

b) Du coup, on calcule| p;; (M)
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Exercice n°14 (énoncé)

On désigne par R, I’événement « la boule tirée au ler tirage est rouge », R, I’événement « la boule tirée au

= > p(J,)

rouge », et ainsi de suite avec les autres couleurs. Par équiprobabilité , on a p(RI ) = Z

2éme

tirage est

% et p(V,)zé En cas

de deuxiéme tirage, I'urne ne contient plus que 6 boules, dont une rouge, deux jaunes et trois vertes, ce qui permet

1 — 1
d’affirmer que p, (Rz)zg donc p, (Rz)zl—gzg 17 ~R1+10€
1) L’arbre de probabilités (et les gains qui sont associés au différents 37
événements) est donc > 1-5€
R2 +8 ¢
457 ™
2) a) X peut prendre quatre valeurs distinctes : -5, -4 , +8 , 10 (on note X (Q) = {—5;—4; 8;10} —
On détermine les probabilités : 5B RZ -4%
2 - — 4 5 10
p(X=-5)=p(J)=> p(X=—4)=p(V,"R,)=p(V)xp, (R2)=7XEZE
4 1 2 1
p()(=+8)=p(Vl mRz):p(Vl)xle (R2)=7XEZE p(X=+10)=p(Rl)=7
Les résultats présentés dans un tableau sont : v 5 4 8 10
4 p(x=x) |2 [0 21
b) Par définition, E(X)=> x,p(X =x,) 7 21 21 7
i=1
=(=5)x p(X ==5)+(—4)x p(X =—4)+8x p(X =8)+10x p(X =10)
:—5><——4><&+8><i+10><l:—ﬁ:—§
1 21 7 21 7
3) Notons a le gain correspondant a ’événement V', "R, .
On a donc E(X)=—5x2—4xm+ax£+10xl: 2a—40
7 21 21 7 21
11 suffit alors de résoudre 1’équation : E(X) =02a-40=0<a=20¢€
Exercice n°15 (énoncé) ~Deévert 101 1 2 2
On peut consigner les résultats dans le tableau suivant : D¢ Rouge
-1 -1 |0 0 0 1 1
-1 -1 |0 0 0 1 1
0 0 1 1 1 2 2
0 0 1 1 1 2 2
1 1 2 2 2 3 3
1 1 2 2 2 3 3
1) Si on note X la somme des points obtenus, on a donc X (Q)={-1;0;1;2;3} , avec
X, -1 0 1 2 3
p(X=x) |2_1[8_2[12 1[0 5[4 1 0six<-1
36 18136 9 |36 3 |36 18|36 9 1
—s1—-1<x<0
18
LJrgzi si0<x<l
18 9 18
2) On définit ainsi la fonction de répartition de X par : F(x)= p( X < x) =1 2 1 11
—+=+—=—155i1<x<?2
18 9 3 18
LJrnglJriz§ si2<x<3
18 9 3 18
L+2+1+3+1=1 si3<x
18 9 3 18 9
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4

-
! C
-5 L
! L
AE ?
—
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Exercice n°16 (énoncé) . — _
Aprés avoir complété le tableau des effectifs : : Tennis (T) | Equitation (E) | Voile (V) | Total
Anglais (A) 45 18 27 90
Allemand (D) |33 9 18 60
Total 78 27 45 150
On choisit un éléve au hasard et on note On note (2 ’univers des possibles, ensemble des 150 éléves . Ainsi

Card( A ( )
Card ( ) 32 .1l y a équiprobabilité dans le choix des éléves. Ainsi pour tout événement A, p(A) m

1) On calcule séparément :
78 11 11 78 60 26 20 13 2 26
DNT)=p(T)x D X — et p(T)xp(D X——=—X—=—X—=
P(BAT)=p(T)xpr (D) =557 55 =55 & PP (D)= 155950 = 50507 255 " 15
Puisque p(DNT)# p(T)x p(D), on peut conclure que les événements « étudier I’allemand » et « pratiquer le tennis »
ne sont pas indépendants
2) On calcule séparément :
45 27 27 9 90 45 3 3 9
ANV )=p(V)x A =—=—r2c¢t p(4)xp(V —=—
AV =p()xp (A)= 15525 =755 750 & PP = 155755 7550 " 0

Puisque p(A N V) = p(A) X p (V) , on peut conclure que les événements « étudier I’anglais » et « pratiquer la voile » sont

indépendants

Exercice n°17 (énoncé)
Le début de I’exercice est I’archétype classique d’un exercice de probabilités conditionnelles.

1) En utilisant les notations de 1’énoncé, nous avons p(M) =0,37, p(L) =0,25, p(M mR) =0,21, p(S mR) =0,325
et p, (R) =0,725
2) a) On calcule p(S)=1-(p(M)+p(L))=1-(0,37+0,25)=1-0,62=0,38

b) On calcule p(LNR)=p(L)x p, (R)=0,25x0,725=0,18125~ 0,181 arrondi au milli¢me
3) On caleule p(LAR)=p(L)x p,(R)=0,25%(1-p, (R))=0,25x(1-0,725)=0,06875 ~ 0,069 arrondi au milliéme
- _. p(MAR) p(MmR) ; )
4) O R)= = i illiéme. Pui M)=0,37 et p(M NR)=0,21
) On calcule pM( ) p(M) 0.37 arrondi au milliéme. Puisque p( ) ,37 e p( N ) ,21, on
p(MAR) 0,21 21 21 16 o
calcule p,, (R)= (p(M) ) 037 —E et donc p,, (R)zl—pM (R)—I—E=5z0,432 arrondi a 10

5) En appliquant la formule des probabilités totales,
P(R)=p(LAR)+p(SNR)+p(M NR)~0,181+0,325+0,21~ 0,716, d’ou la réponse
6) On répéte 3 fois successivement, et de maniére indépendante, la méme épreuve consistant a choisir un éléve qui peut

avoir été recu (issue R que nous appellerons SUCCES, de probabilité 0,716) ou qui peut avoir échoué (issue R que nous
appellerons ECHEC, de probabilité 1-0,716=0,284). Le nombre de succes suit une loi binomiale de parametre 3 et 0,716.
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Fis

y{a
RS

¥ i 7 0
07 R
a) L’événement contraire de 1’événement « au moins un des trois candidats est re¢u » est I’événement « les trois candidats
ne sont pas regus », de probabilité 0,284° . L’événement considéré a donc pour probabilité 1—0,284° ~ 0,977 arrondi au
milliéme
b) Pour calculer la probabilité que deux candidats sur trois exactement soient regus, soit on compte le nombre de chemins
répondant a cette situation sur 1’arbre (on en compte trois : RRR , RRR et RRR , chacun d’eux représentant une

probabilité égale a 0,716%x0,284"), soit on applique la formule donnant le nombre de succés dans une situation
binomiale, pour aboutir au calcul :

V% 18 FE

=

nombre

nombre de répétitions 3 d“‘_{ms deih“
et ( jx 0,716 > x 0,284 = =3x0,716% x0,284' ~ 0,437 arrondi au milliéme

bre d ¢ O N
nomore ce succes probabilité probabilité
d'un succes d'un échec

Exercice n°18 (énoncé)

Notons A I’événement « le lancer s’effectue avec la pi¢ce truquée » et B I’événement « le lancer s’effectue avec la piece

équilibrée ». L’énoncé nous fournit p(4)=p(B)= %

1) (a) Notons P I’événement « obtenir Pile lors d’un lancer ». L’énoncé nous fournit

I\

1 - 1 3 1 - 1 1

PA(P)ZZ donc pA(P):l_Z:Z ; et pB(P)=5 donc PB(P)ZI_Ezg-

Ceci peut se traduire par I’arbre de probabilités >

La formule des probabilités totales appliqué au systéme complet {A;B} fournit :

1
I 1. 1 1 3
P(P)=p(ANP)+ p(BAP)= p(A)xp, (P)+ p(B)xpy (P) =35 3xs =2 5
B

A,

P
% R
ANP X 1 8 1 p| k=)
(b) On demande pP(A)zp( ): 2 /4 _1.°_1 /MI "4 K
p(P) y 8 3 3 R P
: -
(c) Notons B, P, P, les probabilités d’obtenir Pile respectivement aux tirages /L&/ 4 )
n°l1,2 et 3. On peut ainsi dresser 1’arbre de probabilité : A e
Raisonnons avec 1’événement contraire de « obtenir au moins.une fois pile », E - _3
qui est « obtenir trois fois face ». D’aprés la formule des probabilités totales, 3"{ _ LR
ce dernier événement a pour probabilité : 1 A jei
— .__,.,-"'"-' E
p(ENFENF)=p(AnFNF,NnE)+p(BNFNF,NF,) B =
3
p(A)XpA(EﬁFzﬁFg)wLp(B)XpB(FiﬁFzﬁFg) R
1333 1.1 1.1 27 1 _35 B 7
S—XX X=X —X—X—=——F—=—— 1 2 E
2 4 4 4 2 2 2 2 128 16 128 b E/sz
La probabilité d’obtenir au moins une fois pile avec une piece choisie est donc y/ “h2 B 5
, 35 93 Pt~ F
égalea|l -—=—— 3
128 128 B B
o e . | B o
2) La situation est cette fois ci différente de la question 1) (c) car on retire une \N{ T L B
pi¢ce au hasard avant chaque lancer. On répéte ainsi 3 fois consécutivement et H E
—_— __.-"'"-' K3
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de manié¢re indépendante, I’épreuve de Bernoulli décrite dans la question 1) (a), qui admet deux issues : p(P) =§ donc
- 5 . . e . S . .
p(P) =g Le nombre de succes (obtention de Pile) sur les trois répétitions suit donc une loi binomiale de paramétre

3 . . e : . . L .
p(P) =— et n=23. On raisonne encore une fois avec 1’événement contraire de « obtenir au moins une fois pile », qui est

—\\3 > 12
« obtenir trois fois face », de probabilité ( p(P)) = [%) ZSTZ La probabilité d’obtenir au moins une fois pile sur les

_125 387
512 512

—

trois lancers (et choix) est donc

3) Les résultats des deux piéces sont indépendants 1’'un de I’autre. Si on note P, 1’événement « obtenir Pile a I’aide de la
piece truquée » et P, 1’événement « obtenir Pile a ’aide de la piece équilibrée», 1’événement cherché aura donc une
1 1 3 1 1
—X—F=X—=—
4 2 4 2 2

probabilité égale & : | p(P, N Py )+ p(F, " Fy)=p(P,)x p(Py)+ p(F,)x p(F3) =

Exercice n°19 (énoncé)

1) On répéte 10 fois successivement, et de manicre indépendante, la méme épreuve consistant a répondre a une question
en choisissant au hasard et de maniére équiprobable une réponse parmi les quatre proposées. Chaque épreuve a donc une
probabilité de réussite égale a p =0,25 et une probabilité ‘échec égalea g=1- p=1-0,25=0,75. Le nombre de succés

X parmi les 10 répétitions suit donc une loi binomiale de parametre 10 et 0,25.
2) On a ainsi :

10
p(X =8) =[ . Jo,zs8 <0,75* =19

8 _ _ 10 9 1 _ 9 1
x 0,25 x0,75" , p(X =9)= g |0:25" x0,75' =10x0,25"x0,75 et enfin

p(X = 10) = {10} 0,25 x0,75° =0,25" . L’événement considéré a donc pour probabilité la somme de ces trois derniers

nombres.

Exercice n°20 (énoncé)

1) a) Les choix de pieces dans I’urne étant équiprobables, p(B)= %(B) _2
Card(Q) 3
b) Si I’événement B est réalisé, c’est-a-dire si une piece « normale » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Pile » vaut
%, c’est-a-dire p, (P) =%
2) On caleule p(PB) = p(B)x py (P) =35 =

5' Si I’événement B est réalisé, c’est-a-dire si une piéce « truquée » a été
choisie, la probabilit¢ d’obtenir « Pile » est nulle, puisque la piece truquée possede «deux « faces ». Ainsi  p (P) =0.0n

Puisque p(B)z%, alors p( ) 1-==

— - 1
en déduit p(PmB) :p(B)xpE (P)ZEXO =0.
En utilisant la formule des probabilités totales, pusique le systéme (B,E) est un systéme complet d’événement, on

obtient p(P):p(PmB)+p(Pm§):l

3) Si I’événement B est réalisé, c’est-a-dire si une piece « normale » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Face » au

n 0 n
n
cours des n premiers lancers suit une loi binomiale de paramétres n et %, donc p, (Fn ) :( j[lJ (lj = (—j , et ainsi

n)\2)\2 2
2 (1Y
p(anB)=§x(5)

Page 22/24 25/02/2008



Cours et exercices de mathématiques M.CUAZ , http://mathscyr.free.fr

Si I’événement B est réalisé, c’est-a-dire si une picce « truquée » a été choisie, la probabilité d’obtenir « Face » vaut 1 a
chaque lancer, donc la probabilité¢ d’obtenir « Face » au cours des n premiers lancers vaut 1, ¢’est-a-dire p; (Fn ) =1 et

ainsi p(Fn mE):%M:%

En utilisant la formule des probabilités totales, puisque le systéme (B,E) est un systéme complet d’événement, on

obtientp(Fn)zp(FnmB)+p(an§):§x(%j +—><1:—><(—J +—

Exercice n°21 (énoncé) Inztrument

L’énoncé nous fournit p(C)=0,6 , p(V)=0,45 et p(CNV)=0,1
1) On calcule p(CUV)=p(C)+p(V)-p(CNV)=0,6+0,45-0,1=0,95

(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifs ramenés a 100 éléves,
conformément au diagramme ci-contre)

43-10=35

Instrument C
E0-10=50

2) a) On calcule p(CUV)-p(CNV)=0,95-0,1=0,85
(on aurait pu aussi raisonner avec les effectifs ramenés a 100 éléves, conformément au diagramme ci-dessus)
. . 10 1
b) L*énoncé (ou le diagramme) fournit p. (V)= 0" &
3) On répéte n fois successivement, et de maniére indépendante, la méme épreuve consistant a choisir un éléve qui peut

pratiquer un instrument C (SUCCES, de probabilit¢ 0,6) ou ne pas pratiquer un instrument C (issue C que nous
appellerons ECHEC, de probabilité 1-0,6=0,4). Le nombre de succes suit une loi binomiale de paramétre n et 0,6.
a) L’événement contraire de 1’événement « au moins un des éléves choisis pratique un instrument C » est I’événement

« les n ¢léves choisis ne pratiquent pas un instrument C » de probabilité¢ 0,4". Ainsi p, =1-0,4"
b)
p,20,999 <1-0,4" 20,999 < 0,4" <0,001

< 0,4" £0,001 car la fonction In est strictement croissante sur ]O; +oo[
< nIn(0,4)<1n(0,001)
JIn (0,001)
In (O, 4)
<n>7,53a107 pres
Puisque # est entier, on déduit donc n>8

car ln(0,4)<0

Exercice n°22 (énoncé)

45.

: . . . . 10} 10x9
L’univers est constitué de I’ensemble des combinaisons de 2 éléments pris parmi 10, d’ou Card (Q) = ( 5 J = 5 Xl =
X

Notons A 1’événement « d’obtenir deux bulletins de sortes différentes ».
2 raisonnements s’offrent a nous :

- Ou bien on décide de déterminer Card (A) Il y a trois possibilités (1 bulletin « oui » et 1 bulletin « non », 1 bulletin

«oui» et 1  bulletin «blanc», ou 1 bulletin «non» et 1 bulletin «blanc») donc

card(A)=[ [P e[ o[ 3 ) ax3 s ax343x3=33, etainsi p(a)=S24UA) 3311
1)) (1) () Card(Q) 45 15

- Ou bien on raisonne avec 1’événement contraire 4 qui est « obtenir deux bulletins identiques ». Il y a trois possibilités

(deux bulletins «oul », deux bulletins «non » , deux buleltins « blanc », donc
_ 4 3 3 . Card(4
Card(4)=| |+ . |+ _Ax3 3x2 3%2 61343212, dou p(A):—()ZEZi et  donc
2)\2) \2) 2 2 2 Card(Q) 45 15
— 4 11
A)=1-plAd)=1-—=—
p(4)=1-p(4) 15 15

Les deux méthodes fournissent le méme résultat !
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Exercice n°23 (énoncé)

1) Tirages successifs sans remise de 3 jetons parmi 9. [l y a AS =504 possibilités

3
a) Notons A I’événement « Tirer 3 jetons verts ». On a | p (A) = é =—

b) Notons B I’événement « Ne tirer aucun jeton vert ». Ona |p (B ) =—=—

c¢) Notons C I’événement « Tirer au plus 2 jetons verts »

‘ — 5 37
1 méthode : p(C) = p(A) zl—p(A) =l-—=|—
42 |42
2°™ méthode
Tirer exactement 1 vert :
- choix de la place du jeton vert
- choix d'l vert et de 2 rouges Tirer exactement 2 verts

Ne tirer aucun vert
——
A+ 3xAix A}  + 3xA;x A, _37

4 42

d) Soit D I’événement « Tirer exactement 1 jeton vert ». p (D)

C3xAlxdy, |5
4 14

2) Tirages simultanés de 3 jetons parmi 9. 11y a C93 =84 possibilités

o c 5
a) Notons A I’événement « Tirer 3 jetons verts ». On a | p (A) = —é =—
G, 42
o : . c 1
b) Notons B I’événement « Ne tirer aucun jeton vert ». Ona | p (B) = F = 1
9

c¢) Notons C I’événement « Tirer au plus 2 jetons verts »

‘ - 5 37
17* méthode : p(C :p(A)zl—p A)=1-—=|—

( ) ( ) 42 42
2°™ méthode
Tirer exactement 1 vert :
- choix de la place du jeton vert
Ne tirer aucun vert - choix d'l vert et de 2 rouges Tirer exactement 2 verts
——
p(C)= C, + CixC; + CixC, 37
Cg 42
o , . C:xC, |5
d) Soit D I’événement « Tirer exactement 1 jeton vert ». p (D) = T = ﬁ
9

Commentaire sur I’exercice :

Selon toute logique, on doit retrouver les mémes résultats dans les deux parties. En effet, tirer successivement sans remise 3 boules ou
les tirer simultanément revient au méme. Que ’on traite un tirage comme un arrangement ou comme un sous-ensemble, les questions
a) et b) nous fournissent le méme résultat si on a conservé 1’ordre jusqu’au bout (numérateurs et dénominateurs des fractions) le méme
mode de comptage. En ce qui concerne la question c), si on travaille avec des arrangements, on induit ainsi un ordre. Il ne faut donc
pas oublier de multiplier par 3, c’est a dire de choisir d’abord une place pour le jeton vert. Ce probléme ne se pose pas avec des
combinaisons. Conclusion : Il est plus facile de travailler avec des combinaisons.

Cette derniére remarque est valable car le type d’événements étudié ne fait pas intervenir d’ordre.
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